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Capitolul |
MULTIMI DE NUMERE. RADICALI

A. ELEMENTE DE TEHNICA MATEMATICA
1) Dacia e Nsi Ja e Q, atunci JaeN.
2)Dacda, be Nsi «/;+\/Ee Q, atunci JaeN si JbeN.

3) Daci a si b nu sunt patratele unor numere rationale, atunci (\/Z +~/b )e Q.
4)Daciac Q sibe R\Q=>(axb)e R\Q.
5)Dacid aec Q" sibe R\Q=abe R\Q.

DS - 2
6) \/ai\/Zz\[‘”“;’ bi\/“ “;’ b tarpmomasii hiuibmnt iradico:

lilor compusi).

O notiune relativ recentd in matematica este notiunea de evaluare p-adica (p—adic
valuation in limba engleza, valuation p-adic in limba francezd). Aceastd notiune
constituie un mijloc sistematic si adesea eficace pentru utilizarea in toatd ,,puterea” ei
a teoremei de descompunere in factori primi. Desi nu este un panaceu, metoda
furnizatd de aceastd notiune se dovedeste utild in multe demonstratii sau rezolvari de
probleme de aritmetica. Pentru inceput avem nevoie de urmétoarea:

Definitie: Daci p este un numdr prim, ne N, atunci evaluarea p-adicd a numa-
rului 7 este cel mai mare numdar natural k astfel incat p* ’ n.Sevanota k=v,(n).Cu
alte cuvinte v,(n) este exponentul lui p in descompunerea in factori a numarului 7.

EXEMPLE: v,(2)=1, v,(27)=3, v;(10)=1, v;(20)=0, v,(49)=2, v,(5)=3.

Urmatoarele proprietati ale evaludrii p-adice sunt usor de dovedit, este nevoie doar
de o oarecare abilitate in manevrarea proprietatilor cu puteri.

PI. Daci ne N" si n se descompune sub forma n=p* - p,* -...- p,* , atunci
pentru orice 1<i<k,v, (n)=q,, iar daca p este distinct de p;, cu 1<i<n, atunci
v,(n)=0.

EXEMPLE: Daci n =144, atunci cum 144=2%-3*avem v,(n)=4, v,(n)=2 si
pentru orice numar prim p =5, v,(n)=0.

P2. Daci m,ne N, atunci m|n dacd si numai dacd v,(m)<v,(n), pentru
orice p numar prim.

P3. Daci a, be N', atunci pentru orice numér prim p au loc egalitatile:

(@) v,([a,b]) =max{v,(a),v,(D)}
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(i) vp((a,b))=min{vp(a),vp(b)} , unde pentru x, ye N* se noteazd max{x,y}
cel mai mare dintre numerele x,y, min{x,y} cel mai mic dintre numerele x,y, iar
[a, b], (a, b) reprezinta cel mai mic multiplu comun, respectiv, cel mai mare divizor
comun al numerelor a, b.

Observatie: Ne va fi utild egalitatea x+ y = max{x, y}+ min{x, y}, x,ye N.

P4. Dacd a,be N si p este numar prim, atunci:

(@) v,(a-b)=v,(a)+v,(b)

(if) v,(a+b)zmin{y,(a),v,(0)}.

Dacd v,(a)#v,(b), atunci in (ii) avem chiar egalitate.

Intr-un caz, oarecum general, se poate determina usor evaluarea p-adicd si anume
in cazul factorialului. Pentru acest rezultat avem nevoie de citeva notiuni.

Definitie: Fie ne N*. Numim factorialul lui #» numérul n!=1-2-3-...-n.

(Se mai citeste n factorial.)

EXEMPLE: 3!=1-2-3=6, 5!=1-2-3-4-5=120, 1!=1.

Amintim ca dacd ae Q, existi si este unic ke 7Z, astfel incat k<a<k+1.

Numarul £ se numeste partea intreaga a lui a si se noteaza [a].

4

EXEMPLE: {ﬂ = [—ﬂ =-2, [-3]=-3.

De remarcat ¢d dacd 0<a<1, atunci [a]=0 si daca a,be Q, atunci

[a+b]=[a]+[b].

Ultima inegalitate nu este chiar triviala, dar dacd ne gandim cd a si b pot avea
partile fractionare mai mari sau egale cu 0,5, atunci totul se justifica.

Acum putem enunta un rezultat important legat de evaluarea factorialului.

Teoremd (Formula lui Legendre): Daci p este un numir prim i ne N°, atunci

5=l 2 +H+._.":” H
2, () u e
n

Comentariu: Cum existi ie N astfel incat p’ >n si atunci {—Z} =0, VI/>i, apa-
P

renta suma infinitd din membrul drept este finita, insa nu stim de la inceput ,,unde se
termind”. Din aceastd cauza apar punctele de suspensie.

EXEMPLE: n=7, p=2. Atunci v,(7!) :{%}{212}{27—3} =3+14+0=4,

n=100, p=5. Atunci v5(100!) 2[%}{%}{15@} =20+4+0=24.

,»Puterea” acestei teoreme va fi pusd in evidentd mai tarziu, in acest moment re-
zolvam un exercitiu tipic acesteia.
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MPLU: In cate zerouri se termind numsrul 2013!
fe: Cum 10 nu este numér prim, teorema nu poate fi aplicatd ad litteram.

2013! este:

=25, Cel mai mare exponent » astfel incat 10"
@ {v, (2013!),v,(20131)}.
Formula lui Legendre spune imediat ca este v(2013!), adica
20
| :3]+{2(5)213}+[2(5)313}+[2233}+[2(5)13} 402+80+16+3=501.

-

Ti:
Determinati x € N, astfel incat numarul 4(x) = \/(1 -2-3-...-x)* +13 sa fie natural.

Pentru x > 5, numarul (1 -2-3 - ... - x)* are ultima cifra 0, iar (1-2 - ... - x)* + 13
#vea ultima cifrd 3 si 4(x) nu poate fi numar natural. Verificdm pentru x < 5.

A)=V1+13=14¢ N.

42)= Ja2r+13=V17eN.
43)= J1-2-32 +13=49=7eN.
Ad)=[1.2-3-47 +13=4/589¢ N.

A(x) este numar natural pentru x = 3.

e g x/_+\f 1
BB TEL Y S W 3R

2 Fie a, b, ¢ > 0. Demonstrati ci =2, dacd si

sumaidacia=b-c.

Romanta Ghitd, loan Ghita
Solutie:
Ezalitatea se scrie echivalent:

B Ty 2V BH{1 ) o () 1) -

= 2\/3-\/E(l+\/5)(1+\/2)<:>\/Z-(1+\/3)-\/Z+\/3-(1+\/3)-\/Z+\/E-(1+\/2)-\/3+
= Je(1++e)- Vb =2Vb e - (1+b + e +be ) &

= a-(Je+lbe +/b ++lbe ) +b Ve (14b +1+c) =

= JZ-\/E-(2+2\/5+2\/Z+2\/E)@

= Va (Vb +2vbe ++c)=be (Vb +2:be +c) &

= Ja=+/bc & a=be.
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3. Fie ne N" si numerele a:\/n—\/4n—4, b :\/n+\/4n—4. Calculati a — b.
Solutie:

7 AL LA =n-1-2yn—T+1=(Va=1) ~2-Vn-1+1=
= (Vm-1-1)".

n+An—4=n-1+2dn—1+1=(Yn=1) +2-Jn=1+1=(n—1+1)
a-b=Nn=1-1-[n=1+1

Pentrun=1,a—b=|-1|-1=0.

Pentrun>2, Vn+121, deci vn—-1-120 si v\n—-1+120.
a-b=+n-1-1-+n-1-1=-2.

= | 0,m=1
In concluzie, a — b = -
-2, neN,n>2
: %2 P?
4. Determinati perechile (x, y) de numere naturale nenule pentru care a= 3 + 7
x+1 y+

este numadr intreg.
Solutia I:

Pentru orice x, y € N, avem:

2 2 )iy 2.5k o > L=y 5
S 1+1+y 1+1=(x 1) (x+l)+ 1 +(y 1) (y+1)+ 1

FEl pdl o x+] y+1 x+1 x+1 y+1 Gl
=x+y+—+L—2
xlr gl
a € 7, dacd si numai daca L+—e N.
x+1 y+1
" 1 1 S . £t .
Pentrux,ye N =>x>1,y>1=> —+——<—+—=1 cu egalitate daca si numai
o L Py R L )
dacix=y=1.
Solutia a II-a:
2 2 2 = 2; i
e Y X txox yEy y=x+y——x——+L=
xrtl° pfl xFl Y1 x+1 y+l1
2xy+x+ - -
B ooty cONGRRIRE S s 0\ CPBG L oL
(x+DH(y+1) xy+x+y+1 xy+x+y+1
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DarO<xy—1<xy<xyptx+y+1,Vx,ye Nsiatunci a € Z, daca si numai daci

x-y—1=0, ceea ce are loc numai pentrux =y = 1.
Prin urmare, existd o singurd pereche de numere naturale nenule, si anume (1, 1),
pentru care a € Z.

5. Aflati cel mai mare numar natural » pentru care 3" divide numarul 1 -2 -3 - ... - 2013.
Solutie:

Dintre numerele 1, 2, 3, ..., 2013; (s) fiecare al treilea numir este divizibil cu 3.

2013 =3-671.

In sirul (s) sunt 671 numere divizibile cu 3.

Dintre aceste 671 numere, fiecare al treilea numir este divizibil cu 3°.

671 =3 - 223 + 2, deci in sirul (s) sunt 223 numere divizibile cu 3°.

Procedand la fel, aflaim cte numere din sirul (s) sunt divizibile cu 3%, 3%, 3°, ... si apoi
aflam exponentul lui 3 din descompunerea in factori a numarului 1-2-3 - ... - 2013.
La impartirile efectuate am retinut doar caturile impartirilor, acestea fiind partile
intregi ale numerelor 2013 : 3, 2013 : 3% 2013 : 3%, etc.

Deoarece 3° =729 si 37 = 2187, obtinem:

b 2013 " 2013 7 2013 5 2013 i: 2013 i 2013 — 671 +223 + 74 + 24 +
3 32 33 34 35 36

+8+2=1002.
319921 (20131) 51 3'°% y (20131) = n=1002.

e L e { AIRE | Ries ia
6. Determinati partea intreaga si partea fractionard a numéarului 5 unde:

1 1 1 .
a=\/_+\/_+\/_+\/,+...+ﬁ—\/= si
N2l NEald . - AR
5l SPepl2 /- OER

Solutie:

1+1++1=\E—\ﬁ+\/§—x/5+
V24T B2 Va9 44A8 (V2 +1)(V2-1) (V3++2)(v3-+2)

AR e
v = R BT+

+..+ V4948 =49 —1=7-1=6.
slecion ZondersoeiaBs ool SollRS SRR ID T e Mine
VAT B0 BB T R 48 W49 .48

1 1 1 1 1 1

1
ettt = ——==1——=
e, v J48 a9 7

b=

=

b:

6
=
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